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LỜI MỞ ĐẦU 

Trong tài liệu trước của tôi về "phương pháp ép tích" đa phần các bạn đã 
tiếp thu tốt và vận dụng tốt. Thế nhưng vẫn còn một số bạn chưa hiểu được 
nội dung phương pháp. 

Chính vì thế, tôi sẽ tái bản lại phương pháp theo một cách mới. Chắc chắn 
với phiên bản này các bạn sẽ tiếp thu tốt và nó sẽ là một phương pháp nhỏ 
để các bạn đáng đê học tập và rèn luyện phục vụ cho kỳ thi THPT Quốc Gia 
năm 2016 đồng thời sẽ hỗ trợ cho các bạn học cấp THPT. 

Như các bạn đã biết, phương pháp ép tích là việc biến đổi một phương 

trình hay một bất phương trình về các phương trình tích đê từ đó giải các 

phương trình cơ bản. Phương pháp ép tích hoàn toàn dựa và việc các bạn 

tìm ra biểu thức ghép với căn thức phù hợp nhất, đồng thời áp dụng hằng 

đẳng thức cơ bản mà chúng ta đã được học ở chương trình lớp 7 để xử lí các 

phương trình. Công việc tìm biểu thức ghép với căn thức cũng chính là tìm 

biểu thức liên hợp như trong phương pháp liên hợp mà các bạn được học. 

Việc tìm biểu thức phù hợp để liên hợp sẽ được tôi phân tích và hướng dẫn 

cụ thể cho từng loại. 

Thực chất của phương pháp ép tích cũng không có gì mới, nó tương tự như 
phương pháp liên hợp hay đặt ẩn phụ không hoàn toàn nhưng nó lại có 
những ưu việt riêng của nó. Và nó sẽ đáp ứng được tất cả phương trình 
chứa một căn thức một cách nhanh gọn. Việc chứng minh lượng còn lại 
cũng sẽ không còn phức tạp đối với phương pháp ép tích. 

Cơ bản là vậy. Mong rằng tài liệu sẽ thực sự có ích cho bạn đọc. Dù đã tìm 
hiểu và nghiên cứu nhưng không thể tránh khỏi những thiếu sót nhất định. 
Cũng xin các bạn bỏ qua cho. 

Trong quá trình đọc tài liệu nếu các bạn có thắc mắc hay góp ý xin gửi về 
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I. cơ sở PHƯƠNG PHÁP 

Chúng ta biết rằng với phương trình có dạng: 

^g(x) + f(x) = 0 

Có nghiệm tại x = a và ta sẽ luôn đưa về được dạng \ I s(x) — h(x) = 0 
Khi đó phương trình sẽ tương đương: [/(*) + h(x)] + \fgix) - h(x) = 0 


Và điều đặc biệt là trong / (x) + h(x) sẽ luôn chứa g(x) -h n (x) 
Nên khi đó ta sẽ phân tích / (*) + h(x) = A(x) g(x)-h n (x) 

Mà ta lại có: g(x)-h n (x ) = B(x)^g(x) -h(x)^j 


Như vậy với phương trình ban đầu ta sẽ luôn biến đổi về được: 

A(x)B(x)íỉlJ~g(x) — h(x)^ + ^ g (x) — h(x) j = 0 <^> (X) — h(x)^[A(x) B(x) + 1 ] = 0 

Nếu [A0)£0) + l] vẫn còn nghiệm thì ta tiếp tục như trên. Nhưng nếu vô 

nghiệm thì việc chứng minh [A(x)B(x) + 1 ] vô nghiệm là công việc không 
hề khó với những đánh giá cơ bản. 


Ngoài lề: Ta luôn có 

A(x) = ' / ' 1 v) 7 M v ' 
g(x)-h n (x) 

Các đại lượng: 

g(x) Là hàm có bậc nhỏ hơn bậc bốn 
f(x) Là hàm có bậc nhỏ hơn bậc sáu 
h(x) Là hàm bậc nhất, bậc hai hoặc là hằng số 
A(x) Là hàm có bậc nhỏ hơn bậc ba 

Là lượng liên hợp của \jg(x ) - h(x) 
n Chỉ số căn, thường là căn bậc hai, căn bậc ba, căn bậc 
bốn 

Trên đây là cơ sở hên tảng cho phương pháp. 
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ĩĩ. HƯỚNG DẪN TÌM NGHIÊM VÀ NHÂN TỬ CHUNG 

Vấn đề này có lẽ đã tràn lan trên mạng, ai học về CASIO để giải phương 
trình chắc đã đều biết. Chính vì vậy, tôi cũng không nói cụ thể vấn đề này. 


1. Tìm và lưu nghiệm của phương trình 


Bước 

Nội Dung 

Cách Bấm 

1 

Nhập biểu thức vào màn hình 

và nhấn 


2 

Nhấn “ Shift" 

> (i 

và 

SOLVE” 

5HIFT 

9 

EBDỈĨ = 


3 

Máy hiện “Solve for X" bạn chọn 
giá trị nghiệm trong khoảng. Rồi 

sau đó nhấn 


4 

Lưu nghiệm (ví dụ lưu vào biến 

A) 

5HIFT 

s™ r z 1Í*1 

'IQ9 IĐ 





Ví dụ: Giải phương trình 


X + 2 = 2x 2 + X — 8 


V 


/ 


13 Math ▲ 

JXĨ2-(2X z +X-8) 


Bước 1: 
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Bước 2: Nhấn " Shift " và “SOLVE" 


Bước 3: 


Bước 4: 


Solve for X 

ũ 



m Math ầ 

X+A 



2. Tìm nhân tử chung. 

Thường thì ta sẽ sử dụng đối với những nghiệm vô tỷ. Bằng cách sử dụng 
chức năng TABLE của máy. 

Lưu ý: Đối với máy fx - 570 VN Plus thì các bạn nên dùng một bảng thôi. 
Bỏ kích hoạt bảng g(x ) nhé! 

Vào vấn đề chính, ở đây mình lưu nghiệm vào biến A nhé. 

Bước 1: Nhập biểu thức: A 2 + AX vào máy rồi nhấn = " 

Bước 2: Máy hiện “Startl " Mình thường cho " — 14" cho nó đầy đủ, các bạn 

ft 


có thể nhập lớn hon. Sau đó nhấn = 













Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Bước 3: Máy hiện “Endl " tức là kết thúc ở đâu? Bạn nhập "14" hỳ. Cái này 
mình khuyên dùng. Sau đó nhấn = " 

Bước 4: Máy hiện " Step ?" bạn nhập "1" vì mình tìm số nguyên mà. Rồi 
nhấn" =". 

Máy hiện một cái bảng. Bạn dò trong đó thấy ở cột f(x) ra số nguyên thì lấy 
nhé! 

Nhưng cái này cũng có hạn chế với nghiệm mà lẻ kiểu căn trong căn nhé 
Và một điều quan trọng nữa! là ở Bước 1 đôi khi ta phải tăng hệ số của A 2 
lên nhé. Nhưng trường hợp này cũng ít khi gặp lắm. 


Còn đây là ví dụ: 

X 3 + X 2 = (X 2 + T)y!x + 1 + 1 


Dò nghiệm ta được nghiệm X = 1.618 . ta lưu vào biến A 


x 3 +x 2 
x= : 

L-R= 

1 Math 

1.618033989 

õ 


f(X)=í 

0 Math 

l 2 +A>1 


Bước 1: 
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Bước 2: 

0 Math 

start? 


Bước 3: 


Bước 4: 



End? 

d Math 


1 



step? 

0 Math 


1 


Và kết quả: 

Q Math 



K 

F(KJ 

13 

_-g 

-b.EIB 

iũ 


1 

15 

d 

E.EIÉ 


Vậy nhân tử chung là: X 2 — X — 1 

Có một số bạn thắc mắc rằng: "Tại sao dựa vào cái bảng này chúng ta lại 
suy ra nhân tử chung như thế?" 
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Rất đơn giản vì ban đầu chúng ta cho: /0*0 = A 2 + AX (với A là giá trị 
nghiệm) 

Giả sử ví dụ trên ta có /(—1) = 1 hay A 2 — A = 1 A 2 — A — 1 = 0 

Nên ta dễ dàng quy ra nhân tử chung là X 2 — X — 1 

Do A ở đây là giá trị nghiệm hay tức là biến X mà ta cần tìm. 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


III. HƯỚNG DẤN TÌM BIÊU THỨC LIÊN HƠP. 

Vấn đề chính chủ yếu là nằm ở đây !!!! 

Việc này ai học phương pháp liên hợp rồi chắc sẽ rất là thành thạo. Nhưng 
mình vẫn nhắc lại nhé. 

1. Với phương trình một nghiệm nguyên. 

Nếu là 1 nghiệm thì chủ yếu là ta sẽ thay thẳng vào xem ra giá trị nào 

V\ • 1 Ạ/ , V 1 _ Ạ/ 4 r 

roi lay V trừ cho so đó. 

Tuy nhiên trong một số trường hợp phương trình có nghiệm nguyên và 
nghiệm đó là nghiệm kép. (cách phát hiện nghiệm kép thì mình chia sẽ rồi 
nhé! Có gì INBOX hỏi mình) 

Ta sẽ tìm biểu thức liên hợp như thế nào đây: 

Rất đơn giản, ta luôn có a = (V khi có a rồi ta thay vào phương trình 

ax + b = V ta sẽ tìm ra b 
Thế là xong!!! 


Đó là hướng dẫn. Bây giờ đi vào ví dụ cụ thể: 

y/x + 2 = 2x 2 + X — 8 


Ta dễ dàng dò được nghiệm X — 2 
Ta sẽ có nhân tử là: ^íx~+~2 — 2 


Thêm ví dụ nữa.... 

2( X 2 — 9x + 10)Vx — 1 + X 3 — 8x 2 + 6x + 85 = 0 

L 


De thấy phương trình có nghiệm kép X = 5 
Vậy ta có: a = (Vac — l) tại X = 5 




Ả 
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rJ 1 

[JjM) 

E 1 
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Math Ằ 

L25 


1 y 1 3 

Suy raa = ; Thay vào ta: 5.7 + b = 2 Suy ra b = 7 

4 4 4 


Vậy ta sẽ có nhân tử: V* — 1 — 

2. Với phương trình có hai nghiệm nguyên 

Ta có biểu thức liên hợp có dạng: ax + b = V 


Thay lần luợt giá trị của hai nghiệm đó vào căn rồi giải hệ bậc nhất hai ẩn ta 


SP íìm ra h 


Xem ví dụ nhé!!! 

3 Vx + 1 = 3x 2 — 8x + 3 


Ta dê dàng dò được nghiệm X = 0 và X = 3 


rp\ *, . , 1 A rOa + b = lyu. \ 

Từ đó ta có hệ: 1 ~ 7 7^ 1_ 1 

t3a + b = 2 (a = I 

Vậy ta sẽ luôn có nhân tử: Vx + 1 — 

3. Với phương trình có hai nghiệm lẻ nhưng tích, tổng lại là sô đẹp. 

Điều đầu tiên đương nhiên là lưu hai nghiệm đó vào hai biến A B rồi. 

Ta vẫn có biểu thức liên hợp có dạng ax + b = V 
Và giải hệ tìm a, hthôi 

Để đơn giản ta sẽ nhập vào màn hình rồi tính giá trị của tại A ra 

kết quả ta lưu tại c. Tính tại B ra kết quả ta lưu tại D 

Lúc đó ta có hệ phương trình: ^ ^ Thế là xong!!! 
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4. Có một nghiệm lẻ 

Có lẻ cách tối ưu nhất đó là lại sử dụng ĨABLE 
Nghiệm lưu vào biến A rồi nhé!!!! 

Bước 1: Nhập biểu thức: V + Ax vào máy rồi nhấn "=" 

Bước 2: Máy hiện "Start?" Mình thường cho "-14" cho nó đầy đủ, các bạn 
có thể nhập lớn hon. Sau đó nhấn td - r 

Bước 3: Máy hiện "End?" tức là kết thúc ở đâu? Bạn nhập "14" hỳ. Cái này 
mình khuyên dùng. Sau đó nhấn "=" 

Bước 4: Máy hiện "Step?" bạn nhập "1" vì mình tìm số nguyên mà. Rồi 
nhấn "=" . 

Máy hiện một cái bảng. Bạn dò trong đó thấy ở cột f (x) ra số nguyên thì lấy 
nhé! 

Trong một sô trường hợp ta phải tăng hệ sô của V 

Cách này có thể thấy rằng tổng quát và bao trùm các cách trên. Nhưng mỗi 
cái sẽ có ưu nhược của riêng mình. Nếu có thòi gian bạn thử xem tại sao 
mình nói thế nhé. Còn đây là ví dụ: 


(x + 4)Vx + 2 = X 3 — X 2 — X — 5 


Dò nghiệm ta được X = 3.3. 

ã Math 

CX+4)VX+2-C It-ll 

x=_ 3.302775638 
L-R= 0 

Lưu nó vào biến A nhé !!!!! 
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Bước 1: 

Ẽ m 

f(X)=JftĨ2B)í 


Kết quả cuối cùng ta có cái bảng: 

E Math 




F(KJ 

IU 


-1 

15 

□ 

a.anan 

15 

7 

5.5055 


Vậy ta luôn có nhân tử: V* + 2 — (x — 1 ) 

Đó là mình phân tích riêng. Trong một số phương trình nó bao trùm tất cả 
các nghiệm lẻ nguyên thì các bạn nên tư duy để cho ra cách làm tối ưu nhất 
nhé. 
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IV. ÁP DUNG NHƯ THẾ NÀO???? 

Trước hết chúng ta sẽ điểm qua một số hằng đẳng thức thường sử dụng 
trong phương pháp này: 


r 1 

a 2 — b 2 = (a + b)(a — b) 
a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 
a 3 + b 3 = (a + b)(a 2 — ab + b 2 ) 
a 4 — b 4 = (a + ố)(a — b)(a 2 + b 2 ) 


Bài 1: Giải phương trình roooil 


( 7x — 9)y/7x — 10 = 2x 3 — lx L + llx 




Hưởng đi: 



Dò nghiệm ta được nghiệm là: {2; 5} 

Vận dụng nhưng điều vừa học ở trên, ta dễ tìm ta biểu thức liên hợp là 

2a + b = 2 _ (a = 1 
5a + b = 5 

Vậy phương trình sẽ có nhân tử: y/7x — 10 — X 
Mặt khác ta luôn có: 


nghiệm hệ: Ị 


<=> 


ịa = 1 

ỉb = 0 


(Vfx — 10 — x)(yfĩx — 10 — x) = —(x 2 — 7x + 10 ) 


L c 


Cơ sở "ép tích" cũng là ở đây. 



T \ • • ? • 

Lởi giai: 

1—V *V\ 1 ' /\ ■ _ 10 

Điều kiện : X > ~r 

7 

Phương trình tương đương: 

2xịx 2 -7v+loj + (7v-9)íx-%/7x-loj = 0 

<=> 2vív->/7x-lojíx+>/7v-loj+(7v-9)ív- >/7v-loj = 0 
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<=>Ịx-V7x-ĩõỊỊ2x 2 +7x-9 + 2xV7x-1oỊ = 0 

Do 2x 2 +7x-9+2xy/7x-10 >0Vx>^ 

7 

Phương trình tương đương: V7x-10 = x<=>x 2 -7x+10 = 0<=>x = 2vx=5 
Vậy s = {2;5} 


Bài 2: Giải phương trình [00021 

(x + 4) Va: + 2 = X 3 — X 2 — X — 5 




Hướng đi: 

Dò nghiệm ta được X = 3.3. 

Sử dụng cách tìm biểu thức liên hợp ở trên. Ta dễ dàng tìm được phương 
trình sẽ có nhân tử Vx + 2 — (x — 1) 

Mặt khác ta có: 

ÍVx + 2 — (x — l)ì ÍVx + 2 + (x — l)ì = —(x 2 — 3x — 1) 




T X • • 7 • 

Lởi giai: 

Điều kiện: X > — 2 
Phương trình tương đương: 

X 3 -2x 2 —4x— l + (x+4)íx —1 — Vx+2Ì = 0 <=> (x + l)(x 2 —3x — l)+(x+4)fx— 1—Vx + 2Ì = 0 
■tí* ^x+l^x—1 — V-X+ 2 Ị ị A — 1 + "\/x + 2 ^ +4) ^x—1 — \Jằ' X 2| = 0 


■ti^x — 1 — %/x+2jỊ(x+l)Vx+2 + X + X+3 Ị — 0 
Ta Cơ: ^x+h VxTT H“ X + 3 > 0 Vx ^ — 2 

Phươn trình tương đương: X-1 = y/x+2 


<=> 


X>1 3 + VĨ3 

x 2 -3x —1 = 0 2 


Vậy 


s= 


< 


3 + \JĨ3 
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Bài 3: Giải phương trình: r0003l 


10 X 2 + 3X-6- 2(3x + lW2x 2 - 1 = 0 


Hướng đi: 

Dò nghiệm ta được X = 1.39.lưu vào biến A nhé! 

Và nghiệm X = —0.82.lưu vào biến B nhé! 

Và còn nghiệm X = 0.72.lưu vào biến c nhé! 

(A + B = lẻ 
Nhận thấy: Ị Ag _ _ 8 

Nhưng để ý rằng: 7 (A + B) =4 

Ta có thể tìm nhân tử bằng cách giải hệ theo cách ở mục III.3 


Và ta dễ dàng giải ra: ị a 2 

u = 1 

TI A • \ É / íl A? 1 \ 


Bây giờ ta có thê tìm dựa vào TABLE ( Mục III.4 nhé!!!) 

Ta dễ thấy với X = 1.39 .thì ta được: 2V2 a: 2 — 1 — (x + 2) 

Ở đây ta phải tăng hệ số ở V2 a: 2 — 1 lên 2 

Với X = — 0 . 82 .... ta cũng tìm được: 2V2* 2 — 1 — (x + 2) 

Riêng với X = 0.72.thì ta tìm được: 2y/2x 2 — 1 — (2x — 1 ) 

Đến đây ta có thể phân tích theo hai hướng, tôi sẽ phân tích theo một 
hướng các bạn thử phân tích theo hướng kia nhé!!! 

Mặt khác ta luôn có: 


2V2x 2 - 1- (x + 2))(2V2x 2 - 1 + 0 + 2)) = lx 2 - 4x - 8 
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T \ • • ? • 

Lởi giai: 

Điều kiện: X e 


í 

—001--- 

u 

rTỉ ì 

l 


L 2 J 


Phương trình tương đương: 

lx 2 —4x—8+Ị3x+l)íx+2—272X 2 —ĩ =0 




X +2— 27 2x 2 — 1 X+2+ 2y/2x 2 

A 


o 


<^> 


(3x+l)íx+2—272X 2 —ĩ — x+2—2\Ỉ2x 2 —ĩ 

v A J V A 

"x+2-2V2x 2 -lj (3x+l)-íx+2+2V2x 2 -r 

x+2— 2^2x 2 —ĩ 2x—1— 2'j2x 1 — 1 =0 


— 

-1 =0 

) 


= 0 


x+2—2^/2x 2 —ĩ 2x—1— 2\Ỉ2x 2 -ĩ =0 

A y 




2^2x 2 —1 = x+2 
2x-l=2\l2x 2 -1 


lx 2 —4x—8 = 0 
4x 2 +4x-5 = 0 




X — 


X — 


2±27Ĩ5 

7 

— 1+76 


Thử lại ta được nghiệm của phương trình là: 


._|2±27Ĩ5.-1+76Ì 

7 ; 2 
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Bài 4: Giải phương trình [00041 

2x 2 + Sx — 1 = 7\lx 3 — 1 


Hưởng đi: 

Dò nghiệm ta được nghiệm: X = 6.449.(lưu vào A) và X = 1.55 ... (Lưu 

vào B). 

Òa!!! nhận thấy: ( AẸ => Nhân tử sẽ có là: X 2 — 8x + 10 = 0. 

J u + B = 8 

Nói chứ cũng chẳng để làm gì :D!!! 

Có lẽ ta nên tìm biểu thức liên hợp bằng cách giải hệ: 

r Aữ L b — c .Lk r CL — 3 / / 1 \ , \ 1 1 \ 'Ạ.• 1 /111\ 

Í-Ba + h — D ^ — 3 n ^y l r ì n ^ roi nhé!!!) 

Ngoài ra bạn cũng có thể tìm thông qua TABLE © 

Dễ dàng biết sẽ có nhân tử là: Va: 3 — 1 — (3a: — 3) 

Ta sẽ luôn có: 

Ịv* 3 — 1 - (3a: — 3)^ ị^\l a: 3 — 1 + (3a: — 3)^ = X 3 — 9x 2 + 18a: — 10 

= (x — l)(x 2 — 8x + 10) 

Có điều là ta nhận thấy biểu thức cần liên hợp sẽ có bậc ba. Nhưng biểu 
thức ngoài chỉ có bậc hai. Vậy bây gò chúng ta phải làm sao??? 

Rất đơn giản. Ta sẽ lấy X 3 — 9x 2 + 18a: — 10 chia cho biểu thức bậc hai đó 
xem dư bao nhiêu. Thì ta sẽ lấy biểu thức dư đó nhân cả hai vế. Còn về cách 
trình bày thì chung ta nên sử dụng dấu => rồi sau đó thử lại nghiệm. Tất 


nhiên phải loại nghiệm mà ta cần nhân thêm rồi.... 
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T X • • 7 • 

Lởi giai: 

Điều kiện: X 3 -1>0<^>X>1 

Phương trình tương đương: 


2ịx 2 —8x+10j—7Ỉ~VP -1 — (3jc— 3 ) 

1=0 

H 

1 

0 

t-H 

1 

cT 

H 

+ 

K 

00 

1 

0 

ín 

Lo 

1 

'To' 

1 

LO 

1 _ 1 


= 0 




TT -ỉ —(3x-3j \ỈT -ỉ+(3x-3j — 7(x-l) 'Jx ĩ —l—ị3x—3 Ị 
VÃ3—ĩ—(3 jc—3) Ỉ 2 TT -1—x+lj = 0 


= 0 




\Ịx' -1 =3x-3 

2\j X 2 — 1 = 1 - X 




X—l)|x 2 —8x+10Ị = 0 
X—Ýjị4x 2 +5x+5) = 0 




X — 1 

X = 4±Vó 


Thử lại, ta thu được nghiệm của phương trình là 


S = Ị4±VóỊ 
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V. BÀI TÂP Tư LUYÊN 

— — — — — — —— m — . 

Giải các phương trình sau: 


Mẵ 0010: 

Mã 0011: 

Mã 0012: 

Mã 0013: 

Mẵ 0014: 

Mã 0015: 

Mã 0016: 

Mã 0017: 

Mã 0018: 

Mã 0019: 

Mã 0020: 

Mã 0021: 

Mã 0022: 

Mã 0023: 


{Ax 2 — X — 7)Vx + 2 = 10 + 4x — 8x 2 

X 3 — 2x 2 + 3x + 3 V 1 O —X 2 =11 
15x 2 +12x + 12 = 10(2x + 1)Vx 2 +3 
X 2 + 5x = 4 í 1 + V* 3 + 2x 2 - 4x j 

1 + 3x = (x — X 2 )Í5 + ^15 + 6x-9x 2 j 

(2x + 2) Vx + X + 2 = X + 5x 2 

X ỉ vĩ = ị .V ỉ~ 4) (.V I 3 j 

X 2 +6x + l = (2x + l)V* 2 + 2x + 3 
8x 2 + 3x + Í4x 2 + X — 2 ) ^Jx + 4 = 4 
4x 2 — 3x = (x + 2 ) \/2x 2 +2x-1 

££§-<,+.)(vĩĩ2-2) 

(5x—16 )VxTT = \JT — X- 20 Ị 5 + V 5 X + 9 Ị 

Ịổx 2 + 12x —ó) V2x — 1 =x 3 +22x 2 — llx 
6x 3 +15x 2 + X + 1 = (3x 2 +9x + l)^x 2 -x + 1 

































